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Аннотация: Применен метод В.3.Власова для расчета оболочки на 

случайно-неоднородном основании. Уравнения изгиба призматической 

оболочки без учета кручения и деформации контура приводятся к системе 

обыкновенных дифференциальных уравнений относительно нормального и 

тангенциального перемещений. Данная методика существенно отличается от 

метода малого параметра.  
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Введение. Исследование напряженно - деформированного состояния 

призматических оболочек коробчатого сечения при регулярном характере 

упругого основания обычно выполняется при помощи вариационного метода 

В.З.Власова [1]. Методика расчета подробно изложена в работе [2]. Этот 

подход основан на разложении перемещений в ряды по произведениям двух 

функций, зависящих от продольной и окружной координаты ( z  и s  с 

соответственно). Применим метод В.3.Власова для решения ответствующей 

стохастической задачи, т.е. для расчета оболочки на случайно-неоднородном 

основании.  

Методы. Как показано в статие [1], уравнения изгиба призматической 

оболочки без учета кручения и деформации контура приводятся к системе 

обыкновенных дифференциальных уравнений относительно нормального и 

тангенциального перемещений  zV  и  zU : 

.;0 PQVVbUbbVbUUa           (1) 

где обозначено: 
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В формулах (2) сохранены все обозначения предыдущего раздела кроме 

коэффициента Q , который здесь выражается через случайную функцию  zc , 

характеризующую упругость стохастического основания. Этот коэффициент 

представляет работу реакций упругого основания, равномерно распределенных 

по плоскости контакта оболочки с основанием (рис.3.2).  

Систему (1) можно привести к одному уравнению относительно 

разрешающей функции F , которая связана с искомыми перемещениями 

следующими зависимостями:  

., bFFaVFbU   (3) 

Непосредственно подстановкой выражений (3) в уравнения (1) можно 

убедиться в том, что первое из этих уравнений удовлетворяется тождественно, 

а второе уравнение приводится к виду: 

    ;21 PFzQFzQF IV   (4) 

где  

     
.

2
;; 2

2
2

1
Gab

zP
P

Ga

zcd

a

Q
Q

Gb

zcd

b

Q
Q 

 

 



PROSPECTIVE RESEARCH SOLUTIONS 

 

115 
МЦНП «Новая наука» 

Переходя к безразмерной переменной z , получаем  

    PFQFQF IV 44
2

2
1     (5) 

Таким образом, задача сводится к интегрированию уравнения. (5) с 

учетом того, что жесткость основания, характеризуемая функцией  zc , 

меняется вдоль координаты z  случайным образом. Для того, чтобы 

приближенно решить эту задачу необходимо сделать дополнительные 

предложения о характере случайной функции  zc . Как показано в работах 

[2, 3], удовлетворительные результаты можно получить, если принять, что 

функция  zc  является стационарной в широком смысле и что ее ординаты 

распределены по нормальному закону. Стационарность функции  zc  в 

широком смысле (или в смысле А.Я.Хинчина) означает, что математическое 

ожидание и дисперсия  zc  постоянны, а корреляционная функция зависит 

только от разности 12 zzz   и не зависит от самых значений 1z и 2z . Исходя 

из вышеизложенного, для функции  zc  примем следующие характеристики: 
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Разумеется, для корреляционной функции 
cK  можно принять и какое-

либо другое выражение, например 
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имеющее участки с отрицательной корреляцией и соответствующе 

дифференцируемому случайному процессу. Однако, как показано во многих 

исследованиях, окончательные результаты мало зависят от вида 

корреляционной функции, а проведение необходимых выкладок, конечно, 

проще с функцией (6), чем с функцией (7) 

Обыкновенное дифференциальное уравнение (5) имеет переменные 

коэффициенты  1Q  и  2Q , причем в отличие от рассмотренного 

детерминированного случая, эти коэффициенты являются стационарными 

случайными функциями координаты  . Приближенное решение будем строить 

при помощи обобщенного вариационного метода Бубнова-Галеркина, задав 

искомую функции  F  в виде: 

     .2211  AAF   (8) 

Аппроксимирующие функции  1
 и   2  выбираем с учетом 

граничных условий на свободных торцах оболочки при 1  
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Здесь EI  изгибная жесткость всего сечения оболочки.  

В качестве аппроксимирующих функций  1
 и   2

 удобно 

использовать алгебраические полиномы следующего вида: 
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Заметим, что выражения для этих функций могут быть получены из 

выражений для функций  1
 и   2

, из предыдущего раздела, если для 

последних принять 2 .  

В обобщенном методе Бубнова-Галеркина коэффициенты 
1А  и 

2А  

являются уже не постоянными числами, а случайными величинами. В качестве 

неизвестных выступают их вероятностные характеристики: математические 

ожидания, дисперсии, коэффициенты асимметрии, эксцесса и т.д. Именно в 

этом смысле применяемый вариационный метод назван обобщенным [3], 

основная же идея метода, вытекающая из принципа возможных перемещений, 

остается неизменной.  

Применяя процедуру метода Бубнова-Галеркина к уравнению (5), 

получим 
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Введем следующие обозначения: 
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Система алгебраических уравнений (11) с учетом (12) запишется в виде 
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Часть из этих коэффициентов являются постоянными числами: 
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Остальные коэффициенты представляют собой случайные величины: 
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Таким образом, коэффициенты в уравнениях (13) представляют собой 

линейные комбинации постоянных и случайных величин. Для удобства 

дальнейшего анализа представим их в виде сумму средних значений и 

центрированных случайных величин 

 .4,3,2,1;~  jaaa jjj
 (14) 

Здесь
ja -математические ожидания коэффициентов ja , ja~  –их 

флуктуации.  

Коэффициенты ja  связаны с введенными ранее величинами следующим 

образом:  
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Математические ожидания коэффициентов (15) выражается через среднее 
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Наряду с математическими ожиданиями случайных коэффициентов ja  

для выполнения статического анализа необходимы корреляционные моменты 

kj aa ~,~  Эти моменты выражаются через корреляционную функцию 

коэффициента постели   cK  
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где   ,jkC  есть произведение координатных функций, соответствующих 
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(18) 

При kj   формуле (17) дают значение дисперсий коэффициентов ja . 

Итак, система уравнений относительно коэффициентов разложения 1A и

2A  принимает вид: 

        .~~;~~
22441331222111 bAaaAaabAaaAaa      (19) 

где 172171 , bbab  . 

Решение этих уравнений записывается следующим образом: 

   
     
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.~~~~
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;~~~~
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33224411
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1

aaaaaaaa

aabaab
A

aaaaaaaa

aabaab
A











 

Неизвестные случайные величины 1A и
2A  на основании (20) явно 

выражаются через случайные аргументы 4321
~,~,~,~ aaaa   

   .~,~,~,~,~,~,~,~
432122432111 aaaafAaaaafA           (20)  

Эти зависимости позволяют определить все статистические 

характеристики для 
21 , AA  по заданным характеристикам случайных величин ja~ . 

Допустим, что вектор  
jaa ~~  является гауссовским. Тогда его плотность 

вероятности записывается в следующей форме: 
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kjaaK
K
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  (21) 

где  kjKK  есть корреляционная матрица (17), K  определитель матрицы 

 1, KK  транспонированная матрица по отношению к K . Моменты случайных 

величин 21, AA  определяются как: 

     ;2,1;~~~   madapafA n

m

n

m
 (22) 

где  ap ~  имеет вид (21).  

Выражение (22) дает принципиальное решение задачи. Однако его 

реализация затруднительна, поскольку сводится к вычислению 

четырехкратного интеграла. В практических расчетах моменты коэффициентов 

21, AA , непосредственно выражаются через моменты величин ja~  на основании 

формул (20).  

Представим зависимости (20) в виде разложения в ряд Тейлора: 
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f
fA  (23) 

В разложении (23) обозначено: 
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jj aj
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a

af
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f
af  (24) 

При практических расчетах соотношения (20) обычно линеаризуются, т.е. 

в ряду (23) удерживается члены не выше первой степени относительно ja~ В 

этом случае вычисления становится элементарными:  

.)0(
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 и т.д. (26) 

Формулы (26) выведены на основе линеаризованного соотношения (23) и 

по существу соответствуют нулевому приближению метода малого параметра. 

Следующее приближение получается при удержании в (23) членов до второго 

порядка включительно: 
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 (28) 

Как видно из формулы (27), математическое ожидание коэффициентов 

разложения mA  зависит от компонентов корреляционной матрицы kj aa ~~ , 

которые в свою очередь выражаются через корреляционную функцию 

коэффициента упругости основания по формуле (17). Таким образом, средние 

значения mA  и следовательно, математические ожидания разрешающей 

функции, перемещений и напряжений зависит от дисперсии коэффициента 

постели, характеризующей случайную неоднородность основания. Этим данная 

методика существенно отличается от метода малого параметра.  

Заключение. Для коэффициента постели, изменяющегося в направлении 

продольной оси случайным образом, получено приближенное решение 

стохастической задачи на основе обобщенного метода Бубнова-Галеркина. 

Получена система уравнений относительно случайных коэффициентов 

разложения для моментов разрешающей функции. Выведены выражения для 

моментов коэффициентов разложения в предположении о гауссовском 

характере случайной функции коэффициента упругости основания. 
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