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Аннотация: В работе доказано, что нули аналитической функции 

( ), 1,   F A G  можно выделить, не выходя из пространства 𝐴𝛼
∞(𝐺), где 

G  – односвязная область на комплексной плоскости, граница которой 

содержит более одной точки. 
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Abstract: It is proved that the zeros of an analytic function 

( ), 1,   F A G  can be distinguished without leaving the space 𝐴𝛼
∞(𝐺), where 

G  is a simply connected domain on the complex plane whose boundary contains 

more than one point. 
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Пусть  : 1D z z   – единичный круг на комплексной плоскости, 

( )H D  – множество всех аналитических в D  функций. В 1914 году Харди 

рассмотрел класс , 0,pH p   аналитических функций, удовлетворяющих 

условию 
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На сегодняшний день хорошо изучены корневые множества функций 

класса 
pH . Известно, что если функция ( ), 0 ,pf H D p     то нули 

 
1k k

z



  функции подчиняются известному условию Бляшке 

 
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z
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   . 

Введем в рассмотрение класс функций 

 
( ) ( ) : ( )

1
 


 
 

   
  

fc
A D f H D f z

z
, 

где  
fc  – положительная постоянная, зависящая только от , 1  f . 

В работе Ф. А. Шамояна [1] установлено, что нули аналитической 

функции можно выделить, не выходя из пространства  𝐴𝛼
∞(𝐷). 

Обобщим этот результат на случай произвольной односвязной области 

комплексной плоскости. 

Обозначим 

 
( ) ( ) : ( )

( , )

Fc
A G f H G F w

dist w G
 


  
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  

, 

где  ( , )dist w G  – расстояние от точки w  до границы области G ,  

Fc  – положительная постоянная, зависящая только от , 1  F . 

 

Теорема 1 

Если функция ( )f A D

 , 1   ,  и ( ) 0, 1,2,...,k kf z k z D   , 

тогда функция ( )
f

A D
B



 , где  , kB z z  – бесконечное произведение вида  

      
1

, 2 , , , ,k k k k k k

k

B z z b z z b z z z z D




    . 

Теорема 2  

Пусть G  – односвязная область на комплексной плоскости, граница 

которой содержит более одной точки. Если функция ( ), 1,   F A G  и 

( ) 0, 1,2,...,k kF w k w G   , тогда функция ( )


F

A G
B

,  
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где  , kB w w  – бесконечное произведение вида  

      
1

, 2 ( ), ( ) ( ), ( ) , ,k k k k k k

k

B w w b w w b w w w w G   




    , 

( ) w  – функция, конформно отображающая область G  на единичный 

круг D . 

Доказательство.  

Так как ( )

F A G , то  

  
 

( )
( , )

Fc
F w

dist w G





.         

Конформно отобразим единичный круг D  на область с помощью 

функции ( )w z  [2, с. 113]: 

 
( ( ))

( ( ), )

Fc
F z

dist z G








. 

Функция  ( ( ))F z H D  . Обозначим ( ) ( ( )),h z F z z D  , тогда 

 
( )

( ( ), )

Fc
h z

dist z G






. 

Используя двойное неравенство, которое выводится из теоремы Кебе [3, 

с. 51]: 

  
1 ( ( ), ) ( ( ), )

( ) 4
4 1 1

dist z G dist z G
z

z z

 


 
 

 
,         (1) 

получим: 

 

4
( )

1 ( )



 




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h z

z z
. 

Функция  ( )z  не обращается в нуль внутри единичного круга [2]. 

Рассмотрим функцию 

   ( ) ( ) ( )


 f z h z z ,             (2) 

аналитическую в единичном круге и отличную от тождественного нуля. 

Тогда последнее неравенство будет эквивалентно следующему: 

   

4( )

( ) 1 ( )



  
 




  

Fcf z

z z z
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или 

 

4
( )

1










Fc
f z

z
, 

то есть ( )f A D

 . 

Имеем, ( ) 0kF w   и  k kw z , 1,2,...k  , то ( ( )) 0kF z  , то есть 

( ) 0kh z  , ( )k kz w , 1,2,...k   . Так как нули функции ( )h z  совпадают с 

нулями функции  ( ) ( ) ( )


 f z h z z , то ( ) 0kf z  , 1,2,...k  . 

Итак, нами построена функция ( )


f

A D
B

, не имеющая нулей в ( )A D

 . 

Отобразим конформно область G  на единичный круг с помощью 

функции ( )z w , получим: 

 

( ( )) 4

( ( ), ( )) 1 ( )






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




F

k

f w c

B w w w
. 

Используя оценки (1), замечаем, что указанное неравенство 

эквивалентно следующему: 

 

 

4 ( ) 4( ( ))

( ( ), ( )) ( , )

F
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или 

 
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Функция  ( ( )) ,  f w H G w G . Учитывая (2), получим 

 
,( )

( ( ), ( )) ( , )
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то есть  функция ( )


F

A G
B

, где 

      
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Далее, так как  , 0, ( ), 1,2,...k k kB z z z w k   , то есть 

    
1

2 , , 0k k k k

k

b z z b z z




   . А это справедливо тогда и только тогда, когда 
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 , 0k kb z z  , то есть 0
1

k k

k k k

z z z

z z z


 
 

, 1,2,...k   . Следовательно, kz z , 

( )k kz w , 1,2,...k   . Отсюда заключаем, что  , 0kB w w  . 

Таким образом, мы выделили нули аналитической функции,  не выходя 

из пространства ( )

A G .  

Теорема 2 доказана. 
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